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1. Konvolicio

A konvoluci6 az LTT (linearis, id6invarians) rendszerek koézponti mivelete. Ha ismerjiik a rendszer
impulzusvalaszat w(t), akkor tetszdleges bemenetre megadja a kimenetet.
1.1 Az alapgondolat

Barmely bemeneti jel felbonthaté elemi impulzusok (§) stlyozott és eltolt Gsszegére. Mindegyik
impulzus kivaltja a maga impulzusvilaszat (eltolva és skédldzva), és mivel a rendszer linedris, az
egyes valaszok Osszeaddédnak. Fz az Osszeg maga a konvoltcié.

1.2 Folytonos konvoltci6
Konvolucids integral

y() = (s % w)(t) = /Oo s(7) - w(t — 7)dr (1)

—00

Ha mindkét jel belépéjel (s(t) = 0 és w(t) =0 ha t < 0):

y(t) = /0 s(r) - w(t — 7) dr 2)

A képlet olvasata: A 7 pillanatban érkezd s(7) bemenet kivéltja a rendszer impulzusvélaszat, ami
(t — 7) id6 elteltével w(t — 7) értékd. Az integral Gsszegzi az Osszes korabbi bemenet hatasat.

Legyen s(t) = ¢(t) (egységugras) és w(t) = e~ 2e(t):

t t 2t 1 1— —2t
y(t) = / 1.-e 2" dr = e_Qt/ e dr = e 2. 2 g = 2e (3)
0 0

Az eredmény a j6l ismert elsérendd rendszer ugrasvalasza.

1.3 Diszkrét konvolicid

Konvoluacios 6sszeg

o0

ylkl = Y sli] - wlk — ] (4)

1=—00

Az eredmény hossza véges sorozatoknal: N, = Ny + N, — 1.

s=11,2,3,2,1], w = [1,1, 1] (mozgoatlag):

E=0: yl0]=s[0]-w0]=1-1=1

E=1: y[l] =s[0] - w[l]+ s[1]-w[0] =1+2=3

k=2 y2]=s[0] - w[2] +s[1] - w[l]+s[2] -w[0]=1+2+3=6
k=3 y3l=s[1] -w2]+s[2] - w[l]+s[3] - w[0] =2+3+2=7
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Teljes eredmény: y = [1,3,6,7,6,3, 1]

1.4 Grafikus médszer: ,tiikrozd és cstisztasd"
A konvolacié geometriai szemléltetése:

1. Tiikrozd az impulzusvalaszt: w(r) — w(—7)
2. Csusztasd jobbra t értékkel: w(—7) — w(t — 1)
3. Szorozd G6ssze s(7)-val, és integralj (vagy Gsszegezz)

Minden ¢ pillanathoz a szorzat alatti teriilet adja y(t) értékét.

1.5 A konvolicié tulajdonsagai

Miiveleti tulajdonsagok

S*W=W*S§ kommutativitas)

(s*wy) *xwy = 8% (wy * wa) asszociativités)
s* (w1 +wy) = sxwy + 8% weo disztributivitas)

s(t) « o(t) = s(t)

o~~~

egységelem)

Ha két LTI rendszert sorba kapcsolunk (wi, majd we), az ered6 impulzusvéilasz: wWereds =
w1 * wo. Az asszoclativitas miatt a sorrend felcserélhet6.

1.6 Konvolacié a frekvenciatartomanyban

A konvolucios tétel a transzforméaciok legfontosabb alkalmazéasa:

Konvoliicios tétel

s(t) x w(t) «— S(jw) - W(jw) (9)

Konvoluci6 az idgtartomanyban = szorzas a frekvenciatartoményban.
Ez minden transzformaéciora érvényes:

V)
—~

—_

—
~—
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2. Fourier-transzformacio

A Fourier-transzformécié megvélaszolja a kérdést: milyen frekvenciakbél és milyen aranyban
all 6ssze egy jel?

2.1 A Fourier-sor — periodikus jelek

Barmely T periédust jel felirhaté szinuszos 6sszetevk Osszegeként.

Komplex Fourier-sor

o
: 27
z(t)= > cp- @™ wy= = (13)
n=—oo
ahol a Fourier-egyiitthatok:
e .
Cpn = = / x(t) - eIt d¢ (14)
T Jo
Az |c,| az amplitadéspektrum, arg(c,) a fazisspektrum.

A 41 amplitidoju szimmetrikus négyszogjel csak péaratlan harmonikusokat tartalmaz:
4 = 1
x(t) = — — sin(nwot 15
0=7 3 gsin(a (15)

Minél tébb harmonikust hasznalunk, annal jobb a kozelités. Az ugrasi helyeknél ~9%-os
tullovés marad (Gibbs-jelenség).

2.2 A Fourier-transzformacié definiciéja

Nem-periodikus jelekre a periodust végtelenre noveljiik (T — o0), a diszkrét harmonikusok folytonos
spektrumba mennek at:

Fourier-transzformacio és inverze

X(jw) = /_00 x(t) - et dt (16)
x(t) = % /_00 X (jw) - &t dw (17)

Az e %! szorzoé értelmezése (Euler-képlet):
e 1wt = cos(wt) — jsin(wt)

Az integréal a jelet megszorozza egy w frekvenciaju szinusszal és koszinusszal, majd 6sszegzi. Ha
a jelben van ilyen frekvencia, a szorzat nagy; ha nincs, kioltja magat. Ez lényegében korrelacids
vizsgalat.
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z(t) = e~ %e(t), ahol a > 0:

00 . [e's) i 1
X(jw) = / e e dt = / e~ (aHwlt gp = - (18)
0 0 a+ jw

1
. . a2 +.W2 . . . . .
Az alacsony frekvencidk dominalnak — intuitiv, hiszen a lecsengd exponencialis “lagst” jel.

w
Amplitudéspektrum: | X (jw)| = Fazisspektrum: arg X (jw) = — arctan —
a

2.3 A spektrum értelmezése
X (jw) komplex szdm minden w-ra, két informéaciot hordoz:
e Amplitadéspektrum |X (jw)|: az adott frekvencia jelenléte (“mennyire erds”)

e Fazisspektrum arg X (jw): az adott frekvencia faziseltolasa

2.4 Fourier-transzformacioés parok

x(t) X (jw) Megjegyzés
5(t) 1 impulzus: minden frekvencia
1 27 (w) DC: csak w =0
1
e~ %e(t) - csillapitott exponenciélis
a+ Jw
cos(wot) T[0(w —wp) + d(w +wp)] tiszta frekvencia
2
—alt| Wauﬂ kétoldali lecsengés
e~ t/2 Vome /2 Gauss 6nmagaba transz.
1
e(t) mo(w) + — egységugras
jw
2.5 Miiveleti szabalyok
Miivelet Idétartomany Fourier-tartomany

Linearités axi(t) +bxa(t) aXi(jw)+bXa(jw)

IdGeltolas z(t — to) e 1wt X (jw)

Frekv.eltolés @l (t) X (j(w —wo))
1

Skalazas z(at) — (w)
|al a

Derivalas 2'(t) jw - X ( Jw)

Konvolicio T1 * Lo X 1 -

Szorzés T1 - Ty —Xl *x Xo
2m

1
Parseval /]a:|2dt /X\de
2m
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2.6 A bizonytalansagi elv

A skalazasi szabalybdl kovetkezik: ha a jel révid az id6ben, a spektruma széles; ha hossza, a
spektruma keskeny.

Heisenberg-féle bizonytalansagi relacio

1

Nem lehet egyszerre pontosan lokalizalni egy jelet id6ben és frekvencidban. Az egyenlGséget
a Gauss-impulzus éri el.

2.7 Sziirés mint spektrum-szorzas
Ha x(t) &tmegy egy H (jw) atviteld sztirén:

Y(jw) = H(jw) - X (jw) (20)
A sztir6 frekvencianként szorozza a spektrumot. Alulatereszt§ sztir6: |H| ~ 1 alacsonyan, |H| ~
0 magasan = a magas frekvenciaju zaj kiesik.
2.8 Az FFT — gyakorlati szamitas
A diszkrét Fourier-transzformaciéo (DFT) N mintara:

N—
Xn) = z[k] - e IZR/N (21)
k=0

[ay

Az FFT (Fast Fourier Transform) ugyanezt szamitja O(N log N) miivelettel (szemben a DFT O(N?)-
ével). A numpy.fft.fft() ezt implementalja.

Az FFT feltételezi, hogy a jel periodikusan ismétlédik. Ha a jelszakasz nem teljes peri6-
dust tartalmaz, mesterséges frekvencidk jelennek meg (spectral leakage). Ablakfiiggvényekkel
(Hamming, Hanning) cstkkenthetd.
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3. Laplace-transzformaci6

A Laplace-transzforméacio az id6tartoméanyban nehéz feladatokat (differencialegyenletek, konvolucio)
olyan tartomdanyba viszi, ahol egyszerti algebrai miiveletekké vilnak.

3.1 Motivacid
Vegyiik a differencialegyenletet: y” + 3y’ + 2y = s(t).

Laplace-transzformalva a derivalas szorzéssa alakul:

s2Y (s) +3sY(s)+2Y(s) = S(s) (22)
Y(s) = % = S(s)- H(s) (23)

Konvolicié — szorzas, differencidlegyenlet — polinom-egyenlet.

3.2 Definicid

Laplace-transzformacio (egyoldali)

X(s)=L{z(t)} = /000 x(t) e 5tdt, s=o+jw (24)

Az e % szorzo6 két dolgot csinal egyszerre:

e—st — e—at . e—Jwt

csillapito ablak frekvencia-kérdezés

Az e biztositja, hogy az integral véges legyen (novekvd jelekre is). Az e 73« a frekvenciatartalmat
vizsgélja.

3.3 Kapcsolat a Fourier-transzformacioval

Fourier mint specialis eset

X(jw) = X(s)

(25)

s=jw

A Fourier-transzformécio a Laplace specialis esete o = 0-val. A Laplace altalanosabb, mert a
o dimenzi6é miatt instabil jelekre is miikodik.
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3.4 Az s komplex sik

jw = Im(s)
A
STABIL INSTABIL
Re(s) <0 X —o + fwa Re(s) >0

X
Fourier-tengely

e Vizszintes tengely (0): csillapitas/névekedés meértéke
e Fiiggbleges tengely (jw): frekvencia
e A Bode-diagram H(s)-t a képzetes tengelyen abrézolja

3.5 Példa — kiszamitas

—(s+a)t
0 0 —(S -+ CL) @ s+a
A polus s = —a: kozvetleniil kodolja a csillapitasi allandot.
3.6 Laplace-transzformacios parok
x(t) X(s) Polus(ok)
o(t) 1 -
e(t) 1 s=0
- 1
e e(t) a s=—a
te e(t) ﬁ kettds polus
t"e(t) Sﬂl (n + 1)-szeres
sin(wot)e(t) S;’jrowg s = %jwo
cos(wot)e(t) ﬁ s = %jwp
e~ sin(wt)e(t) m s=—a+tjw
e~ cos(wt)e(t) (S_FZ)% s=—a*tjw
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3.7 Miiveleti szabalyok

Miivelet Idétartomany Laplace-tartomany
Derivalas z'(t) sX(s)—z(07)

2. derivalt 2" (t) 52X (s) —sx(07) —2'(07)
Integréalas fg xdr X(s)/s
IdGeltolas x(t—T1)e(t —71) e T X(s)
Frekv.eltolas e %x(t) X(s+a)
Konvolucio T1 * T X1(s) - Xa(s)
Kezdgsérték limy g+ () limg_yo0 s X ()
Végeértéek limy o0 () limg_,0 s X(s)

3.8 Az atviteli fiiggvény

Ha az LTI rendszer impulzusvalasza w(t):

HGs) = L) = ) (27)

Ez egyetlen tortfliggvénybe siiriti a rendszer viselkedését.

_ Aw
82+ 2Cwos + wi

H(s)

Leolvashatd: wg — sajatfrekvencia, ¢ — csillapitési tényezs, A — erésités.
Polusok: s192 = —Cwo £ jwoy/1 —¢2. Ha 0 < ¢ < 1: komplex konjugalt par = csillapodo
rezgés.

(28)

3.9 A polusok jelentése

Pélus tipusa Idé6viselkedés  Jelleg
Valos, negativ: s = —a e~ lecsengés stabil
Komplex: —o =+ jw e %t cos(wt + ) csill. rezges
Tiszta képzetes: £jwy  cos(wot) tartos rezgés

Valos, pozitiv: s = +a eT névekedés  instabil

Stabilitasi feltétel

Az LTI rendszer aszimptotikusan stabil <= minden pélus a bal félsikban van:

Re(s;) <0, Vi (29)

3.10 Inverz Laplace — résztortekre bontas

A résztortekre bontas a kules: minden tortfiiggvényt egyszert tagok Osszegére bontunk.
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s+ 1 T 79
H(s) = = 30
)= G e+3) s+2 543 (30)
1 -1 1 -2
Reziduumok: r; = Eha =—==-1, ry= chy =—=9
s+ 3ls=—2 1 S+ 21s=—3 -1
h(t) =L HH(s)} = —e 2 +2e73, t>0 (31)

Minden résztort visszatranszformalhato: & or-ePt,

§—D

3.11 A workflow

Felirod a differencidlegyenletet

Laplace-transzformalod: derivilas — s-sel szorzés
Kifejezed H(s)-t — egyszert tortfiiggvény

Elemzel: polusok — stabilitas, Bode — frekvenciavilasz
Résztortekre bontod és visszatranszformalod — y(t)

Ol Lo
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4. z-transzformacio

A z-transzformacio a Laplace-transzforméacio diszkrét idejd parja. Amit a Laplace tesz a folytonos
rendszerekkel, azt a z-transzformécié végzi a digitalis rendszerekkel.

4.1 Motivacio

A digitalis vilagban nincsenek folytonos jelek — csak szamsorozatok (z[0], z[1], z[2], . ..), amiket 6rajel
itemére dolgozunk fel. A Laplace-transzformacio integrélja ( fooo) nem értelmezett szamsorozatokra,
ezért kell egy diszkrét valtozat: Osszegzés integralas helyett.

4.2 Definicid

z-transzformacio (egyoldali)

X(2) = Z{alk]} = > _x[k] - 27" (32)

=0

Ez egy hatvanysor z~'-ben. A 27! jelentése: egy lépés késleltetés.

4.3 Kapcsolat a Laplace-szal

Ha folytonos jelet T, id6kozonként mintavételeziink:
z = el (33)

A Laplace-tartoméany képzetes tengelye (s = jw) a z-sikon az egységkodrre képezidik. A bal félsik
az egységkor belsejébe keriil.

4.4 Példa — kiszamitas

o0 o0 k
me=e =SS ~ &

Az utolso6 1épés a mértani sor dsszegképlete (|a/z| < 1). A polus z = a: kozvetleniil kodolja a
sorozat alapjat.

4.5 A 27! mint késleltetés

A Laplace-nal derivalas — s-szorzés. A z-transzformacional késleltetés — 2~ '-szorzas:

zlk—1] +— 271 X(2) (35)
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ylk] = 0,5 - ylk — 1] + s[k]  z-transzforméalva:

Y(2)=0,5-271Y(2) + S(2) (36)

Y(2)(1-052"1) = 8(z2) (37)
_Y(2) 1 -

B =50 = T-0s:7 =05 (38)

A polus z = 0,5 megmondja: a rendszer impulzusvalasza w[k] = 0,5%.

4.6 z-transzformaciés parok

z[k] X(z) Pélus
o[k] 1 -
e[k] po z=1
a" e[k] P z=a
ka e[k] et kettds
kelk] C=e] kettds 2z = 1
cos(Qk) e[k] 223_22—;6% 5 — oTI0

aF cos(Qk) e[k] —22522;;35;;2&2 2 = qeti?

4.7 Miiveleti szabalyok

Miivelet Idtartomany z-tartomany
Késleltetés x[k — 1] 271X (2)
Elgrehozas zlk + 1] 2 X(z) — zz[0]
Konvolacio T * T2 X1(2) - Xa(2)
Frekvenciatartomany akx[k] X(z/a)
Akkumulédtor > li] ~:X(2)
Kezdgseérték x[0] lim, o X(2)

Végérték limy, 00 (K] lim, 1 (z — 1) X(2)
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4.8 Stabilitas és az egységkor

Im(2)
A
INSTABIL
P B F |
,/ \Q\OQ'
y lpl <1
/ pl >1
’I >€ ‘\ kl
1
.' ——> Re(z)
-1 \ "1
| STABIIX
\\ |Z| 1 ,//

Egy z = p polust rendszer impulzusvalasza p*:

e |p| < 1: hatvanyok cstkkennek — stabil
e |p| = 1: allando amplitado — hatéreset
e |p| > 1: hatvanyok nének — instabil

Stabilitasi feltétel

A diszkrét LTI rendszer aszimptotikusan stabil <= minden poélus az egységkoron beliil:

] <1, Vi (39)

4.9 Inverz z-transzformacioé — résztortekre bontas

z 1 T2
H(z) = = 40
) = G omGE=08) ~1-05:7  1-08:71 (40)
Visszatranszformalva: w(k] = r1 - 0,5% + ry - 0,8%
Minden résztort: —— < r - pFelk]
1—pz1
4.10 Frekvenciavailasz — az egységkor mentén
H(z)-t az egységkoron (z = 1) kiértékelve kapjuk a frekvenciavilaszt:
oy _ > bie I
H(") = QO =uwTs €0, 7] (41)

A scipy.signal.freqz() est szamitja. Az egységkor felsé fele a [0, f5/2] frekvenciatartomanyt fedi
le.
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5. Osszefoglalé 6sszehasonlitas

5.1 A négy transzformacié csaladja

Periodikus jel Nem-periodikus jel

Folytonos idd Fourier-sor Fourier-transzformacio

(diszkrét spektrum)  (folytonos spektrum)

Diszkrét id6 DFT/FFT DTFT

(diszkrét spektrum)  (folytonos spektrum)

A Laplace és a z-transzforméci6 ezek altalanositasai a komplex sfkra kiterjesztve.

5.2 Parhuzam: Laplace vs. z-transzformacié

Laplace z-transzformacio
Tartomany folytonos, t diszkrét, k
Definicio Jo© a(t)e=tdt S x[k]zF
Véltozo s =0+ jw z = relf
Késleltetés e=*T szorzo 271 szorzo
Derivalas/diff. s-X(s) (1-2"HX(2)
Stabilitasi hatar képzetes tengely egységkor
Stabil, ha: Re(si) <0 |zi] <1
Fourier speciilis eset: s = jw z = ¥
Atviteli fgv. H(s)=Y(s)/S(s) H(z)=Y(2)/S(»)
Bode-diagram |H (jw)| [dB] |H(eI)| [dB]
Inverz modszer résztortekre bontds résztortekre bontés

5.3 A konvolucids tétel mindenhol

A konvolicié és a transzformaciok egységes képe

Idétartomany Frekvenciatartomany

s(t) xw(t) «—  Y(jw) = S(w)  W(w)
s(t) xw(t) <+— Y(s) =S(s)- H(s)

Fourier:  y(t)

Laplace:  y(t)

z-transz.:  ylk] = s[k] x w[k] <+— Y(z)=5(z) - H(2)

Konvolicié az idétartomanyban = szorzas a transzformalt tartomanyban.
Ez az egyetlen tétel 6sszekdti mind a négy témakort, és ez az LTI rendszerelmélet alapja.
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5.4 A stabilitas egységes attekintése

Rendszer Feltétel

Idé Transzf.

Folytonos BIBO  [* [w(t)|dt < oo w(t) =0 Re(s;) <0
Diszkrét BIBO Y 77 |wlk]] < oo wl[k] =0 |z <1

Miivelet Python fiiggvény

FFT numpy . fft.££t ()

Laplace résztortek scipy.signal.residue()
z-transzf. résztortek scipy.signal.residuez()
Polus-zérus scipy.signal.tf2zpk()
Bode-diagram scipy.signal.bode ()
Ugras/impulzusvalasz scipy.signal.step(), impulse()
Diszkrét frekvenciavalasz scipy.signal.freqz()

FIR sztir§ tervezés scipy.signal.firwin()
Folytonos — diszkrét scipy.signal.cont2discrete()
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